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　　摘　要 :　本文建立了基于一类 T2模的一种动态模糊神经网络2( ∨, T) Hopfield网.文章首先证明了系统本身的

稳定性及系统平衡态的 Lyapunov稳定性 ,然后建立了吸引子的一个非平凡吸引域 ,使系统具有良好的容错性.最后 ,通

过例子验证了得到的结论.
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Abstract :　The paper sets up a class of dynamical fuzzy neural network systems ,i. e. so2called (∨, T) fuzzy Hopfield networks

based on L2T2norms. We prove the uniform stability of the system and the Lyapunov stability of the equilibrium points at first ,then ob2
tain a nontrivially attractive basin of the attractor so that the system has good fault - tolerance. Finally ,simulation examples demonstrate

our conclusions.
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1　引言
　　模糊神经网络 ( Fuzzy Neural Network)虽然在七十年代中

期就有学者提出 ,但对其进行系统的研究 ,则是在 1987 年 ,

Kosko在 [ 1 ]中提出了模糊联想记忆 ( Fuzzy Associative Memo2
ry) ,使基于模糊算子的网络具有回想的特征 ,之后 ,FNNs以其

优良的性能以及在许多实际领域的广泛应用而受到了人们的

普遍关注 ,在模式识别 ,模糊预测 ,控制与决策等领域都有

FNNs的成功应用.虽然人们基于各种不同的应用提出了许多

不同的 FNNs ,但根据其内部运算可将其分为两类 :一类是正

则 FNN ,其输入、输出、连接权都是模糊集 ,其内部运算基于标

准的模糊算术及扩张准则 ;另一类是基于模糊逻辑的 FNN ,其

内部运算建立在三角模算子之上 ,输入、输出、连接权取值于

[0 ,1 ]或更一般一些取值于某一类格上.其中最重要的一种模

运算是 (∨,∧)算子 ,对应的max2min FNNs研究取得了非常丰

富的成果[1 ,3 ,4 ,6 ] .然而 ,max2min FNNs的研究主要集中于前向

网络 ,可由下式表示 :

Y = X. W (1)

其中输入模式 X = ( x1 , x2 , ⋯, xn) ∈[0 ,1 ] n , Y = ( y1 , y2 , ⋯,

ym) ∈[0 ,1 ] m 为输出模式 , W = ( wij) n×m为连接权矩阵 ,“o”

为取大 - 取小运算 ,即

yj = ∨
n

i = 1
( xi ∧wij) ( j = 1 ,2 , ⋯, m) (2)

通过选择合适的权矩阵 ,系统 (1)可用于联想和记忆.然而 ,关

于 (1)的容错性 (Fault2tolerance)研究较少[3 ] ,从而制约了 (1)的

应用.到目前为止 ,对 (1)的研究主要集中于权矩阵 W的学习

算法 ,以便该系统可存储尽可能多的模式.问题在于 ,若 (1)的

输入向量不完整或含有噪声时 ,系统 (1)能进行正确的联想

吗 ?本文建立了基于一类 T2模的模糊 Hopfield 网络 , W =

( wij) n×n为连接权矩阵 , wij∈[0 ,1 ].给定初始向量 X (0) = ( x1

(0) , x2 (0) , ⋯, xn (0) ) ∈[0 ,1 ] n ,网络的状态可由下式描述 :

xj ( t) = ∨
n

i = 1
( xi ( t - 1) Twij) 　( j = 1 ,2 , ⋯, n) (3)

这里 t = 1 ,2 , ⋯为迭代次数 .

用∨2T运算 ,式 (3)可写成 :

X ( t) = X ( t - 1) oTW (4)

定义 1　B = ( b1 , b2 , ⋯, bn)称为系统 (4)的稳定状态 ,若

B = BoTW ,即 Π j ∈{ 1 ,2 , ⋯, n} ,有 bj = ∨
n

i = 1
( bi Twij) . B 亦称为

(4)的平衡点.若 B 为稳定状态 ,则 B 之吸引域 Af ( B ) < [0 ,

1] n是指 : Π X ∈Af ( B ) ,以 X 为初始模式 ,则系统可收敛到
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B .若集合 Af ( B)在[0 ,1 ] n 中之测度大于零 ,则称 Af ( B)为 B

之非平凡吸引域.若 (3)最终可收敛于系统的一个平衡点 ,则

联想过程完成.这样 , FAMs就可由一个不断迭代至系统稳态

的过程来描述.

2　系统稳定性分析

　　首先给出 T2模的定义.

定义 2　称映射 T :[0 ,1 ]×[0 ,1 ]→[0 ,1 ]为三角模 ,若 T

满足 :

(1) T(0 ,0) = 0 , T (1 ,1) = 1

(2) Π a , b∈[0 ,1 ] , T( a , b) = T( b , a)

(3) Π a , b , c∈[0 ,1 ] , T( ( a , b) , c) = T( a , ( b , c) )

(4)若 a , b , c , d∈[0 ,1 ] ,且 a Φ b , c Φ d ,那么 T ( a , c) Φ
T( b , d)

设 T2为三角模 ,且 Π a , b∈[0 , 1 ] , T ( a , 1) = a , T ( a , 0)

= 0 ,称 T为 T2模.在下文中 ,假设 T2模还满足如下条件 :

(5)利普希兹条件 : T ( x , y)在 [0 ,1 ]2 关于 x 满足利普希

兹条件 ,即

ϖ常数 C > 0 , Π ( x1 , y) , ( x2 , y) ∈[0 ,1 ]2 ,使得 :| T ( x1 , y) -

T( x2 , y) | < C·| x1 - x2|此时 ,称 T2模为 L2T模.

由定义 2易知 , T1 =“∧”和 T2 =“·”满足条件 (1) - (5) ,

所以 T1 , T2皆为 L2T模.为讨论方便计 ,下文中记 N = { 1 ,2 ,

⋯, n} , P = { 1 ,2 , ⋯, p} , M = { 1 ,2 , ⋯, m} , C为 L 常数.网络

(4)的内部运算总假设为 ( V , T)复合运算.

设 X = ( x1 , x2 , ⋯, xn) , Y = ( y1 , y2 , ⋯, yn) ,定义模式 X ,

Y的海明距离 ( Hamming2Distance)为 H ( X , Y) = ∑
i∈N

| xi - yi | ;

进一步可定义矩阵间的海明距离 ,若 A = ( aij ) n×m , B =

( bij) n×m ,则 H( A , B) = ∑
n

i = 1
∑
m

j = 1
| aij - bij| ;并且对于模糊矩阵 W1

= ( w1
ij) n×n , W2 = ( w2

ij) n×n ,引入“<”的意义 , W1 < W2 是指 :

Π i , j∈N , w1
ij Φw2

ij .

定义 3 　设 { Ak } k∈N为一矩阵序列 , A 3 为一矩阵 ,称

{ Ak} k∈N依海明距离收敛到 A 3是指 : Πε> 0 , ϖ K( K为自然

数) ,使得 : Π k > K, H( Ak , A 3 ) <ε.记作 :

Ak H
A 3 ( k→∞)

引理 1[ 3] 　设 h > 0 ,且 ai , bi ∈[0 ,1 ] ( i∈N) ,满足 :| ai -

bi | < h ( Π i∈N) ,那么

| ∨
i∈N

ai - ∨
i∈N

bi | < h

这里略去引理 1的证明.

引理 2 　若 Wk H
W 3 ( k →∞) , A = ( a1 , a2 , ⋯, an) ∈

[0 ,1 ] n为模糊模式 ,那么

(1) AoTW
k H

AoTW
3 ( k→∞)

(2) W 3 oTW
l = W 3 ( Π l∈N)

证明 　①. 记 Wk = ( wk
ij ) n×n , Πε> 0 , ϖ K, ( K为自然

数) ,使得 : Π k > K,有

∑
n

i = 1
∑
n

j
| wk

ij - w 3
ij | <ε/ ( C·n) , Π i , j∈N ,从而 , | wk

ij - w 3
ij | <ε/

( C·n) ,那么| ajTwk
ji - ajTw 3

ji | Φ C·| wk
ij - w 3

ij | <ε/ n

由引理 1知

| ∨
j∈N

( ajTwk
ij) - ∨

j∈N
( ajT

w
3

ji ) | <ε/ n

设对 A = ( a1 , a2 , ⋯, an)用 Ai 表示其第 i个分量 ai ,于是

H( AoTW
k , AoTW

3 ) = ∑
i∈N

| ( AoTW
k) i - ( AoTW

3 ) i |

= ∑
i∈N

| ∨
j∈N

( ajTwk
ji) - ∨

j∈N
( aj Tw 3

ji ) | <ε

从而 AoTW
k H

AoTW
3 ( k→∞)

同理可证 :对任何矩阵 An×n ,有

WkoTA
H

W 3 oTA ( k→∞)

②.由①取 A = Wl ,于是 :

lim
k

( Wk + l) = W 3 oTw
l

又lim
k

( Wk + l) = W 3 ,所以 W 3 oTw
l = W 3 ( Π l∈N) .

下面来讨论系统本身的稳定性.系统 (4)本身的稳定性是

指 :对于任意的初始模糊模式 X ,系统 (4)将收敛至它的一个

平衡点.

定理 1　若 W < WoTW ,则系统 (4)必可收敛到它的平衡

点.

证明　对任何的模式 X ,记 X (0) = X , Wk + 1 = WkoTw , k =

1 ,2 , ⋯.由式 (4)有 :

X ( k) = X ( k - 1) oTw ,从而 X ( k) = X (0) oTw
k .而 W < W2 ,由 T

的不减性可知 , Wk < Wk + 1 , k = 1 ,2 , ⋯.从而对任何自然数 K,

有 W < W2 < ⋯Wk < ⋯
又 0 Φwk

ij Φ1 , Π i , j∈N , Π自然数 k ,由单调有界定理 ,

wk
ij→w 3

ij ( k→∞)

即 Πε> 0 , ϖ K( K为自然数) ,使得 : Π k > K,有

| wk
ij - w 3

ij | <ε/ n2

于是 H( Wk , W 3 ) = ∑
i∈N
∑

j∈N

| wk
ij - w 3

ij | <ε

因此 Wk H
W 3 ( k→∞)

由引理 2 (1)得 X ( k)
H

X (0) oTW
3 ( k→∞)

进一步可知 : X (0) oTW
3 oTw = X (0) oTW

3

即 X (0) oTW 3为系统 (4)的一个平衡点.

定义 4　设 B 为系统 (4)的一个平衡点 , B 称为 Lyapunov

稳定的 ,是指 : Πε> 0 , ϖδ> 0 ,使 Π X : H( X , B) <δ,有 H ( X

( k) , B) <ε( k = 1 ,2 , ⋯) , X (0) = X , X ( k)为 (4)之 k 步迭代.

满足 Lyapunov稳定性的平衡点也称为系统吸引子.

定理 2　若模式 B 为系统 (4)之平衡点 ,那么 B 是 Lya2
punov稳定的.

证明　Πε> 0 ,取δ=ε/ ( C·n) , Π X : H( X , B) <δ,让 X

(0) = X , X ( k)为 (4)之 k 步迭代.由于 X ( k) = X (0) oTW
k ,记

Wk = ( wk
ij) n×n , X ( k) = ( x1 ( k) , x2 ( k) , ⋯, xn ( k) ) ( Π自然数

k) , B = ( b1 , b2 , ⋯, bn)于是

xj ( k) = ∨
i∈N

( xi (0) Twk
ij)

bj = ∨
i∈N

( bi Twk
ij) , Π j∈N
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由于 H( X , B) <δ,即 Π i∈N , | xi (0) - bi | <ε/ ( C·n)

因此可知 Π i ∈N , | xi (0) Twk
ij - bi Twk

ij | Φ C·| xi (0) - bi | Φ C·

ε/ ( C·n) =ε/ n

又由引理 1

| ∨
i∈N

( xi Twk
ij) - ∨

i∈N
( bi Twk

ij) | <ε/ n

亦即 Π j∈N , | xj ( k) - bj| <ε/ n ,于是

H( X ( k) , B) = ∑
i∈N

| xj ( k) - bj| <ε

定理得证.

由定理 2 ,不再区分系统 (4)之平衡点和吸引子.对于模

式 , Π j∈N记 B = ( b1 , b2 , ⋯, bn) ∈[0 ,1 ] n

Sj ( B) = { i∈N| T( bi , wij) Ε bj} (5)

下面的定理给出了模式 B 为系统 (4)之吸引子的充要条件.

定理 3　模式 B 为系统 (4)之吸引子的充要条件为 :

(1) Π i , j∈N , wij Tbi Φ bj

(2) Π j∈N , Sj ( B) ≠ª
定理 3的证明比较容易 ,这里略去.

3　系统的容错性分析

　　FNN的容错性描述了系统的输入模式含有噪声时或输入

不完整时系统回想已存储的模式的能力.而系统之吸引域则

刻划了系统容错能力的大小.下面导出系统 (4)的吸引子的吸

引域. 设有模式 B = ( b1 , b2 , ⋯, bn ) 和连接权矩阵 W =

( wij) n×n , Π i∈N ,记

Gi ( B , W) = { j∈N| T( bj , wij) = bj 且 wij ≠bj} ∪{ j∈N | T ( bj ,

wij) < bj且 wij Ε bj}

Ei ( B , W) = { j∈N| T( bj , wij) = bj且 wij = bj}

GE( B , W) = { i∈N| Gi ( B , W) ≠ª且 Ei ( B , W) ≠ª}

E( B , W) = { i∈N| Gi ( B , W) = ª但 Ei ( B , W) ≠ª}

G( B , W) = { i∈N| Gi ( B , W) ≠ª且 Ei ( B , W) = ª}

L ( B , W) = { i∈N| Gi ( B , W) ∪Ei ( B , W) = ª}

b1
i ( B) =

∨
j∈E

i ( B , W)

bj

0
　

Ei ( B , W) ≠ª

Ei ( B , W) = ª
(6)

b2
i ( B) =

∧
j∈G

i ( B , W)

bj

1
　

Gi ( B , W) ≠ª

Gi ( B , W) = ª
(7)

进一步 ,若 Π j1∈Ei ( B , W) , j2 ∈Gi ( B , W) ,有 bj
1

< bj
2

( Π i ∈

N) ,则记

Af ( B , W) = { ( x1 , x2 , ⋯, xn) ∈[0 ,1 ] n | xi ∈[ b1
i ( B ) , b2

i ( B ) ] ,

若 i∈GE( B , W) ;

xi ∈[0 , b2
i ( B) ] ,若 i∈G( B , W) ; xi ∈[ b1

i ( B) ,1 ] ,若 i∈E( B ,

W) ;

xi ∈[0 ,1 ] ,若 i∈L ( B , W) } (8)

称 W , B 满足关系式 B∝W ,是指 :

(1) Π j1∈Ei ( B , W) , j2 ∈Gi ( B , W) ,有 bj
1

< bj
2

( Π i∈N)

(2) Π j∈N , ϖ i∈N ,使 j∈Ei ( B , W)

定理 4　若模式 B 为系统 (4)之吸引子 ,且 B∝W ,那么

Π X∈Af ( B , W) , X只需一步即可收敛到 B .

证明　由 B∝W ,易知 Π i∈N , b1
i ( B) < b2

i ( B) ,对每一个

给定的 j∈N及 X∈Af ( B , W) ,由于 B∝W ,所以 ϖ i0∈N ,使 j

∈Ei
0 ( B , W) ,于是 i0 ∈GE ( B , W) ∪E ( B , W) ;并且注意到 j

∈Ei
0 ( B , W) ,从而

∨
i∈GE( B , W) ∪E( B , W)

( xi Twij ) Ε ∨
i∈GE( B , W) ∪E( B , W)

( b1
i ( B ) Twij ) Ε

∨
i∈GE( B , W) ∪E( B , W)

( ( ∨b
k

k∈E
i ( B , W)

) Twij) Ε bj

于是

∨
i∈N

( xi Twij) = ( ∨
i∈GE( B , W)

( xi Twij) ) ∨( ∨
i∈G( B , W)

( xi Twij) ) ∨( ∨
i∈E( B , W)

( xi Twij ) ) ∨ ( ∨
i∈L ( B , W)

( xi Twij ) ) Ε ( ∨
i∈GE( B , W) ∪E( B , W)

( xi Twij) ) Ε bj

成立.

另一方面 ,对于 j∈N ,记

l1 ( q) = ∨
i∈G( B , W)

( wij Tb2
i ) ( B ) = ∨

i∈G( B , W)
( wij T ( ∧

k∈G
i ( B , W)

bk ) ) =

∨
i∈G( B , W) | j∈G

i ( B , W)

( wij T ( ∧
k∈G

i ( B , W)

bk ) ) ∨( ∨
i∈G( B , W) | j | G

i ( B , W)

( wij T( ∧
k∈G

i ( B , W)

bk) ) )

由于 j∈Gi ( B , W) ,有 ∧
k∈G

i ( B , W)

bk Φ bj , T ( bj , wij ) Φ bj ; j | Gi

( B , W) ,因 i∈G( B , W) ,即 Ei ( B , W) = ª,从而 j | Gi ( B , W)

∪Ei ( B , W) ,那么 j∈{ k∈N | T ( bk , wik) < bk 且 wik < bk} > R

( B , W) ,所以

∨
i∈G( B , W)

( xi Twij) Φ l1 ( q) Φ bj

同理

∨
i∈E( B , W)

( xi Twij) Φ ∨
i∈E( B , W)

wij > l2 ( q) = ∨
i∈G( B , W) | j∈E

i ( B , W)

( xi Twij)

∨
i∈E( B , W) | j | E

i ( B , W)

( xi Twij) )

由于 j∈Ei ( B , W) ,从而 wij = bj ,而若 j | Ei ( B , W) ,因 i ∈E

( B , W) ,于是 Gi ( B , W) = ª,所以

∨
i∈E( B , W)

( xi Twij) Φ l2 ( q) Φ bj

又 ∨
i∈GE( B , W)

( xi Twij) Φ ∨
i∈GE( B , W)

( b2
i ( B ) Twij) > l3 ( q) = ∨

i∈GE( B , W)

( ( ∧
k∈G

i ( B , W)

bk ) Twij ) = ∨
i∈GE( B , W) | j∈G

i ( B , W)

( wij T ( ∧
k∈G

i ( B , W)

bk ) ) ∨

( ∨
i∈GE( B , W) | j | G

i ( B , W)

( wijT( ∧
k∈G

i ( B , W)

bk) ) )

由于 j∈Gi ( B , W) ,可推出 ∧
k∈G

i ( B , W)

bk Φ bj , T ( bj , wij) Φ bj ; j |

Gi ( B , W) ,可推出 i ∈Ei ( B , W) ∪R ( B , W) .即总有 wij Φ bj .

所以

∨
i∈GE( B , W)

( xi Twij) Φ l3 ( q) Φ bj

又 ∨
i∈L ( B , W)

( xi Twij) Φ bj ,故而

∨
i∈N

( xi Twij) Φ l1 ( q) ∨l2 ( q) ∨l3 ( q) ∨( ∨
i∈L ( B , W)

( xi Twij) ) Φ bj

综上有 : Π j∈N , ∨
i∈N

( xi Twij) = bj ,定理得证.

4　例子

　　在这里 ,给出了一个例子来验证前面得到的结论.

假设 N = { 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6} , P = { 1 , 2 ,3 ,4 ,5} ,给定模糊模

式集 :
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这里取 T =“∧”,权矩阵 W

设为 : W =

016 014 014 013 013 014

014 017 014 013 013 015

014 014 017 013 013 014

014 015 016 018 013 015

015 014 014 013 017 014

014 015 014 013 013 016

表 1　输入模糊模式集

k B k

1 (016 ,015 ,016 ,018 ,013 ,016)

2 (015 ,017 ,017 ,018 ,017 ,016)

3 (016 ,014 ,017 ,013 ,017 ,014)

4 (015 ,017 ,014 ,013 ,017 ,016)

5 (014 ,017 ,017 ,018 ,013 ,015)

注意到 W是对角占优的 ,因而有 W < W2 .由定理 1和定理 2 ,

易知 B k ( Π k∈P)为系统 (4)的吸引子 ,下面来求系统 (4)的每

个吸引子的吸引域.由第三节 Gi ( B k , W 3 ) 、Ei ( B k , W 3 ) 、GE

( B k , W 3 ) 、E( B k , W 3 ) 、G( B k , W 3 ) 、L ( Bk , W 3 )的定义 ,可求

得表 2、表 3、表 4如下 :

表 2　Gi ( B k , W 3 )

i \ k 1 2 3 4 5
1 ª {1} ª {1} {1}

2 {2} ª {2 ,6} ª ª
3 {3} ª ª {3} ª
4 ª ª {2 ,4 ,6} {3 ,4} ª
5 {5} ª ª ª {1 ,5}

6 ª ª {2 ,6} ª {6}

表 3　Ei ( B k , W 3 )

i \ k 1 2 3 4 5
1 {1 ,5} ª {1 ,2 ,4 ,6} {3 ,4} {5}

2 {5} {2} {4} {2 ,3 ,4} {1 ,2 ,5 ,6}

3 {5} {3} {2 ,3 ,4 ,6} {4} {1 ,3 ,5}

4 {2 ,3 ,4 ,5} {4} ª ª {1 ,4 ,5 ,6}

5 ª {1 ,5} {2 ,4 ,5 ,6} {1 ,3 ,4 ,5} ª
6 {2 ,5 ,6} {6} {4} {3 ,4 ,6} {1 ,5}

表 4　GE( B k , W 3 ) 、E( B k , W 3 ) 、G( B k , W 3 ) 、L ( B k , W 3 )

k GE( B k , W 3 ) E( B k , W 3 ) G( B k , W 3 ) L ( B k , W 3 )

1 {2 ,3} {1 ,4 ,6} {5} ª
2 ª {2 ,3 ,4 ,5 ,6} {1} ª
3 {2 ,6} {1 ,3 ,5} {4} ª
4 {1 ,3} {2 ,5 ,6} {4} ª
5 {1 ,6} {2 ,3 ,4} {5} ª

进一步根据式 (6) , (7)可求出 b1
i ( Bk , W 3 ) 、b2

i ( Bk , W 3 ) ,如表

5、表 6所示 :

表 5　b1
i ( B k , W 3 )

i \ k 1 2 3 4 5
1 016 0 016 014 013
2 013 017 013 017 017
3 013 017 017 013 017
4 018 018 0 0 018
5 0 017 017 017 0
6 016 016 013 016 014

表 6　b2
i ( B k , W 3 )

i \ k 1 2 3 4 5
1 110 015 110 015 014
2 015 110 014 110 110
3 016 110 110 014 110
4 110 110 013 013 110
5 013 110 110 110 013
6 110 110 014 110 015

于是由式 (8) ,每个 B i , k∈P之吸引域如下 :

Af ( B1 , W 3 ) = [016 ,1 ]×[013 ,015 ]×[013 ,016 ]×[018 ,1 ]

×[0 ,013 ]×[016 ,1 ]

Af ( B2 , W 3 ) = [0 ,015 ]×[017 ,1 ]×[017 ,1 ]×[018 ,1 ]

×[017 ,1 ]×[016 ,1 ]

Af ( B3 , W 3 ) = [016 ,1 ]×[013 ,014 ]×[017 ,1 ]×[0 ,013 ]

×[017 ,1 ]×[013 ,014 ]

Af ( B4 , W 3 ) = [014 ,015 ]×[017 ,1 ]×[013 ,014 ]×[0 ,013 ]

×[017 ,1 ]×[016 ,1 ]

Af ( B5 , W 3 ) = [013 ,014 ]×[017 ,1 ]×[017 ,1 ]×[018 ,1 ]

×[0 ,013 ]×[014 ,015 ]

5　结束语

　　本文建立了基于一类 T2模的一种动态模糊神经网络2
(∨, T) Hopfield网.文章首先证明了系统平衡态的Lyapunov稳

定性及系统本身的稳定性 ,然后建立了吸引子的一个非平凡

吸引域 ,使系统具有良好的容错性.第四节通过例子验证了所

得到的结论.与本文密切相关的一个研究课题是 :在给定一组

模糊模式族的情况下 ,如何找到系统有效的学习算法 ,并通过

解模糊关系方程得到系统尽可能大的非平凡吸引域.
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